
kai

3 mod 9 = a0 mod 9.

'Ara 2|a0−3 kai 9|a0−3, dhlad  18|a0−3, pou shmaÐnei up�rqei λ ∈ Z ¸ste

a0 = 3 + 18λ.

To sumpèrasma eÐnai ìti ta polu¸numa f(x) ∈ Z[x] me φ(f(x)) = φ(x2 + 3)
eÐnai ta polu¸numa me akeraÐouc suntelestèc, o stajerìc ìroc twn opoÐwn
eÐnai thc morf c 3 + 18λ gia k�poio λ ∈ Z. Bèbaia èqoume kai thn apaÐthsh
na isqÔei f(0) 6= 3. ArkeÐ gia autì na dialèxoume λ 6= 0. H ap�nthsh
loipìn se aut  thn er¸thsh eÐnai ìti to zhtoÔmeno polu¸numo f(x) eÐnai èna
opoiod pote polu¸numo me akeraÐouc suntelestèc kai me stajerì ìro thc
morf c 3 + 18λ gia k�poio mh mhdenikì akèraio λ.

'Anna KarasoÔlou

57. ['Askhsh 57] Jèmata exet�sewn FebrouarÐou 2010

(aþ) Jèma 1 Om�da A

Gia k�je mÐa apì tic akìloujec prot�seic, apofanjeÐte an eÐnai swst 
  l�joc. Oi apant seic sac prèpei na eÐnai pl rwc dikaiologhmènec.

i. O daktÔlioc (Z32,+, ·) kai o daktÔlioc (Z60,+, ·) èqoun to Ðdio
pl joc antistreyÐmwn stoiqeÐwn

ii. H apeikìnish φ : C −→ R me φ(α + βi) = α gia α, β ∈ R eÐnai
omomorfismìc daktulÐwn

iii. H ènwsh dÔo opoiond pote idewd¸n tou daktulÐou Z[x] eÐnai ide¸dec
tou idÐou daktulÐou Z[x]

iv. Den up�rqei stoiqeÐo thc summetrik c om�dac S5 to opoÐo na èqei
t�xh megalÔterh tou 5

v. H tom  dÔo opoiond pote kuklik¸n upoom�dwn miac om�dac G eÐnai
epÐshc kuklik  upoom�da thc G

vi. Up�rqei monadikì an�gwgo polu¸numo f(x) ∈ Z2[x] tètoio ¸ste
f(1) = 0

(bþ) Jèma 1 Om�da B

Gia k�je mÐa apì tic akìloujec prot�seic, apofanjeÐte an eÐnai swst 
  l�joc. Oi apant seic sac prèpei na eÐnai pl rwc dikaiologhmènec.

i. O daktÔlioc (Z64,+, ·) kai o daktÔlioc (Z120,+, ·) èqoun to Ðdio
pl joc antistreyÐmwn stoiqeÐwn
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ii. H ènwsh dÔo opoiond pote idewd¸n tou daktulÐou R[x] eÐnai ide¸-
dec tou idÐou daktulÐou R[x]

iii. H tom  dÔo opoiond pote �peirwn upoom�dwn miac �peirhc kuklik c
om�dac èqei �peiro pl joc stoiqeÐwn.

iv. Den up�rqei stoiqeÐo thc summetrik c om�dac S7 to opoÐo na èqei
t�xh megalÔterh tou 7

v. Up�rqei monadikì an�gwgo polu¸numo f(x) ∈ Z2[x] tètoio ¸ste
f(1) = 0

vi. H apeikìnish φ : C −→ R me φ(α + βi) = β gia α, β ∈ R eÐnai
omomorfismìc daktulÐwn

(gþ) Jèma 2 Om�da A

DÐnetai to polu¸numo g(x) = x2 +x+1 ∈ Z3[x] kai o daktÔlioc -phlÐko
Z3[x]
<g(x)>

i. Na analÔsete to g(x) se ginìmeno anag¸gwn poluwnÔmwn tou Z3[x]

ii. Pìsa stoiqeÐa èqei o daktÔlioc R?

iii. Na deÐxete ìti to −x+ < g(x) > eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo tou R
kai na upologÐsete thn t�xh tou stoiqeÐou autoÔ sthn om�da U(R)
twn antistreyÐmwn stoiqeÐwn tou R.

(dþ) Jèma 2 Om�da B

DÐnetai to polu¸numo g(x) = x2−x+1 ∈ Z3[x] kai o daktÔlioc -phlÐko
Z3[x]
<g(x)>

i. Na analÔsete to g(x) se ginìmeno anag¸gwn poluwnÔmwn tou Z3[x]

ii. Pìsa stoiqeÐa èqei o daktÔlioc R?

iii. Na deÐxete ìti to x+ < g(x) > eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo tou R
kai na upologÐsete thn t�xh tou stoiqeÐou autoÔ sthn om�da U(R)
twn antistreyÐmwn stoiqeÐwn tou R.

(eþ) Jèma 3 Om�da A

DÐnontai ta polu¸numa f(x) = x4 − 1 kai g(x) = x9 − 1 tou C[x]

i. Na upologÐsete ton Mègisto Koinì Diairèth d(x) twn f(x) kai
g(x) kai na breÐte polu¸numa λ(x), µ(x) ∈ C[x], tètoia ¸ste
d(x) = λ(x)f(x) + µ(x)g(x)

ii. Na breÐte polu¸numa α(x), β(x) ∈ C[x] tètoia ¸ste
x2010 − 1 = α(x)f(x) + β(x)g(x).

iii. Na deÐxete ìti to sÔnolo G twn migadik¸n riz¸n tou g(x) apoteleÐ
om�da me pr�xh ton pollaplasiasmì twn migadik¸n arijm¸n

iv. Na upologÐsete thn t�xh thc om�dac G kai na deÐxete ìti èqei mÐa
toul�qiston upoom�da diaforetik  apì tic upoom�dec {1} kai G
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(�þ) Jèma 3 Om�da B

DÐnontai ta polu¸numa f(x) = x(x4 − 1) kai g(x) = x9 − 1 tou C[x]

i. Na upologÐsete ton Mègisto Koinì Diairèth d(x) twn f(x) kai
g(x) kai na breÐte polu¸numa λ(x), µ(x) ∈ C[x], tètoia ¸ste
d(x) = λ(x)f(x) + µ(x)g(x)

ii. Na breÐte polu¸numa α(x), β(x) ∈ C[x] tètoia ¸ste
x2010 − 1 = α(x)f(x) + β(x)g(x).

iii. Na deÐxete ìti to sÔnolo G twn migadik¸n riz¸n tou g(x) apoteleÐ
om�da me pr�xh ton pollaplasiasmì twn migadik¸n arijm¸n

iv. Na upologÐsete thn t�xh thc om�dac G kai na deÐxete ìti èqei mÐa
toul�qiston upoom�da diaforetik  apì tic upoom�dec {1} kai G

(zþ) Jèma 4 Om�da A

DÐnetai h kuklik  met�jesh τ = (123456789 10) ∈ S10

i. Gr�yte tic metajèseic τ 2 kai τ 5 wc ginìmena xènwn kÔklwn.

ii. Poièc apì tic metajèseic τκ gia κ ∈ {1, 2, 3, · · · , 10} èqoun t�xh
Ðsh me 5?

iii. Na apofanjeÐte e�n h met�jesh τ eÐnai �rtia   peritt  kai na deÐxete
ìti den up�rqei met�jesh σ ∈ S10 tètoia ¸ste σ2 = τ

(hþ) Jèma 4 Om�da B

DÐnetai h kuklik  met�jesh τ = (123456789 10) ∈ S10

i. Gr�yte tic metajèseic τ 2 kai τ 5 wc ginìmena xènwn kÔklwn.

ii. Poièc apì tic metajèseic τκ gia κ ∈ {1, 2, 3, · · · , 10} èqoun t�xh
Ðsh me 5?

iii. Na apofanjeÐte e�n h met�jesh τ eÐnai �rtia   peritt  kai na deÐxete
ìti den up�rqei met�jesh σ ∈ S10 tètoia ¸ste σ2 = τ

TeleutaÐa enhmèrwsh: 10 FebrouarÐou 2010
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