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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ και ΤΗΛΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙ΄ΩΝ

ΜΕΡΟΣ Α΄: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ

∆ιδάσκων: Η.Κουτσουπιάς

Λύσεις εξέτασης 16 Ιουνίου 2005

Πρόβληµα 1. ΄Εστω F το σύνολο των συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού το σύνο-

λο των ϕυσικών αριθµών και µε πεδίο τιµών επίσης το σύνολο των ϕυσικών

αριθµών. ∆είξτε ότι το σύνολο F δεν είναι αριθµήσιµο.

Λύση. Με χρήση της µεθόδου της ∆ιαγωνίου. ΄Εστω ότι το σύνολο F είναι

αριθµήσιµο. Τότε µπορούµε να ϐάλουµε τα στοιχεία του σε σειρά f1, f2, . . .
έτσι ώστε όλα τα στοιχεία του να εµφανίζονται στην ακολουθία αυτή. Το κάθε

στοιχείο fi είναι µία συνάρτηση µε πεδίο ορισµού και πεδίο τιµών το σύνολο

των ϕυσικών αριθµών. Θα κατασκευάσουµε τώρα ένα στοιχείο f του συνόλου

F που διαφέρει από τα f1, f2, . . .:

f(n) = fn(n) + 1

Η συνάρτηση f διαφέρει από την f1 στην τιµή f(1), από την f2 στην τιµή f(2)
κοκ. Η f είναι συνάρτηση από τους ϕυσικούς στους ϕυσικούς, είναι δηλαδή

στοιχείο του F , και διαφέρει από κάθε όρο της ακολουθίας f1, f2, . . .. ΄Ατοπο,

αφού υποθέσαµε ότι όλα τα στοιχεία του F εµφανίζονται στην ακολουθία.

Πρόβληµα 2. Θεωρήστε το σύνολο A των συµβολοσειρών του αλφαβήτου {0, 1}
που ορίζεται µε τον εξής αναδροµικό ορισµό:

• 01 ∈ A.

• Αν w ∈ A, τότε w1w ∈ A.

1. Ποιό σύνολο είναι το A; Περιγράψτε το µε µια πρόταση της καθοµιλουµένης.

2. ∆ώστε επίσης µια ακριβή µαθηµατική περιγραφή.

3. Αποδείξτε προσεκτικά ότι η µαθηµατική περιγραφή που δώσατε εκ-

ϕράζει το σύνολο A.

Λύση. Οι συµβολοσειρές του συνόλου A αποτελούνται από 2n διαδοχικά

011 από τις οποίες έχουµε αφαιρέσει το τελευταίο 1. Ισοδύναµα, κάθε συµ-

ϐολοσειρά περιέχει 2n − 1 διαδοχικά 011 ακολουθούµενα από ένα 01. Πιο

συγκεκριµένα, αν (011)k συµβολίζει τη συµβολοσειρά αποτελούµενη από την

παράθεση k αντιγράφων του 011, τότε

A = {(011)2
n
−101 : n ∈ N}

1



Θα δείξουµε τώρα ότι αυτό είναι πράγµατι το σύνολο A. Για να το δείξουµε

αυτό πρέπει να δείξουµε δυο προτάσεις: Πρώτα ότι κάθε συµβολοσειρά που

ανήκει στο A, δηλαδή κάθε συµβολοσειρά που παράγεται µε τους παραπάνω

κανόνες, έχει τη µορφή (011)2
n
−101 για κάποιον ϕυσικό αριθµό n. Και το

αντίστροφο, ότι δηλαδή κάθε συµβολοσειρά που είναι της µορφής (011)2
n
−101

µπορεί να παραχθεί µε τους παραπάνω κανόνες.

Για το πρώτο ϑα χρησιµοποιήσουµε δοµική επαγωγή και για το δεύτερο

µαθηµατική επαγωγή στο n.

Πρόταση 1. Κάθε στοιχείο του συνόλου A είναι της µορφής (011)2
n
−101 για

κάποιο ϕυσικό αριθµό n.

Απόδειξη. Με δοµική επαγωγή.

Βάση δοµικής επαγωγής: Το 01 είναι της µορφής (011)2
n
−101 γιατί για

n = 0: (011)2
n
−101 = (011)001 = 01.

Επαγωγικό ϐήµα: ΄Εστω w ∈ A. Από την επαγωγική υπόθεση υπάρχει n
τέτοιο ώστε w = (011)2

n
−101. Θα δείξουµε ότι το w1w είναι της ίδιας µορφής.

Πράγµατι

w1w = (011)2
n
−101 1 (011)2

n
−101 = (011)2

n
−1+1+2n

−1 = (011)2
n+1

−101

είναι της ίδιας µορφής.

Πρόταση 2. Κάθε συµβολοσειρά της µορφής (011)2
n
−101, όπου n ϕυσικός

αριθµός, παράγεται µε τους κανόνες που ορίζουν το σύνολο A.

Απόδειξη. Με µαθηµατική επαγωγή στο n.

Βάση της επαγωγής: Αν n = 0, τότε η συµβολοσειρά (011)2
n
−101 =

(011)001 = 01 ανήκει στο σύνολο A, σύµφωνα µε τον πρώτο κανόνα.

Επαγωγικό ϐήµα: ΄Εστω ότι η πρόταση είναι αληθής για κάποιο n, δηλαδή

(011)2
n
−101 ∈ A. Θα δείξουµε ότι η πρόταση είναι αληθής για n + 1, δηλαδή

ότι το (011)2
n+1

−101 µπορεί να παραχθεί µε τους παραπάνω κανόνες. Πράγ-

µατι, αν ϑέσουµε w = (011)2
n
−101, τότε σύµφωνα µε τον δεύτερο κανόνα, το

w1w ανήκει στο A και είναι ίσο µε w1w = (011)2
n+1

−101.

Πρόβληµα 3. ΄Εστω ότι ϱίχνουµε b µπαλάκια σε n δοχεία. Το κάθε µπαλάκι

ϱίχνεται µε οµοιόµορφη κατανοµή στα δοχεία και ανεξάρτητα από τα υπ-

όλοιπα µπαλάκια. Υπολογίστε την πιθανότητα ότι κανένα δοχείο δεν περιέχει

δυο ή περισσότερα µπαλάκια όταν

1. b = 2

2. b = n.

2



3. b = n + 1.

Λύση. Υπάρχουν nb διαφορετικοί τρόποι να τοποθετήσουµε b (αριθµηµένα)

µπαλάκια σε n δοχεία (το πρώτο µπαλάκι µπορεί να πάει σε n δοχεία, το

δεύτερο σε n δοχεία κοκ). Από αυτούς τους τρόπους, οι n(n−1) · · · (n−b+1)
έχουν το κάθε µπαλάκι σε διαφορετικό δοχείο (το πρώτο µπαλάκι µπορεί να

πάει σε n δοχεία, το δεύτερο σε n− 1 δοχεία γιατί το ένα είναι ήδη κατειληµ-

µένο, κοκ· το b-οστό µπαλάκι µπορεί να πάει σε n− (b−1) = n− b+1 δοχεία

γιατί b− 1 δοχεία είναι ήδη κατειληµµένα). ΄Αρα η πιθανότητα τα b µπαλάκια

να καταλήξουν σε διαφορετικά δοχεία είναι

pb =
n(n− 1) · · · (n− b + 1)

nb

1. Για b = 2 η πιθανότητα αυτή είναι p2 = n(n−1)
n2 = (n− 1)/n.

2. Για b = n η πιθανότητα είναι pn = n!/nn.

3. Για b = n + 1 η πιθανότητα είναι pn+1 = 0, αφού ο τελευταίος πολ-

λαπλασιαστής του αριθµητή είναι n− b+1 = 0. Το τελευταίο αποτέλεσ-

µα προκύπτει άµεσα και από την Αρχή του Περιστερώνα: ∆εν µπορούµε

να ϐάλουµε n+1 µπαλάκια σε n δοχεία χωρίς κάποιο δοχείο να περιέχει

τουλάχιστον 2 µπαλάκια.
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